
Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå 2 � 27. 5. 2022.

Óíèâåðçèòåò ó Áåîãðàäó � Åëåêòðîòåõíè÷êè ôàêóëòåò

Èìå è ïðåçèìå: Áðîj èíäåêñà:

1. 2. 3. 4. 5. Ñóìà 1 Ñóìà 1 Ñóìà 2 Ñóìà 3 Ñóìà

Òåñò òðàjå 45 ìèíóòà. Ñâàêè çàäàòàê âðåäè 1 áîä.

1. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =


1 2 3
2 4 6
3 6 9
−1 2 3

 .
2. Îäðåäèòè ñâå âðåäíîñòè ïàðàìåòðà b ∈ R çà

êîjå ìàòðèöà

B =

 2 2 3
4 b 6
1 −2 3


èìà íàjìà»è ðàíã.

3. Íåêà jå A ïðîèçâî§íà ðåàëíà êâàäðàòíà ìà-

òðèöà ðåäà n. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ
òâð¢å»à:

(à) rangAT < n⇒ detA = 0;

(á) rangAT = n⇔ detA 6= 0;

(â) rangA = 0⇔ detAT = 0;

(ã) íèjåäíî îä ïðåòõîäíî ïîíó¢åíèõ òâð¢å-

»à íèjå òà÷íî.

4. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ïàðàìåòðà c ∈ R,
îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

C =

[
2 c 2 3
1 2 2 −1

]
.

5. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à) çà ñâå ìàòðèöå A è B èñòîã ðåäà âàæè

rang (A+B) = rangA+ rangB;

(á) çàìåíîì ìåñòà äâåìà êîëîíàìà ìàòðèöå,

»åí ðàíã ñå íå ìå»à;

(â) çà ïðîèçâî§íó ìàòðèöó C âàæè

5 rangC = rang (5C);

(ã) íèjåäíî îä ïðåòõîäíî ïîíó¢åíèõ òâð¢å-

»à íèjå òà÷íî.
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6. 7. 8. 9. 10. Ñóìà 2

6. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

A =

 1 2 3
0 4 1
0 −1 6

 .
7. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

A =

 1 2 3
0 4 1
0 −1 6

 .

8. Îäðåäèòè âðåäíîñò ïàðàìåòðà a ∈ R òàêî äà

çáèð ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå

A =

 2a 0 a− 3
−4 a− 3 a
0 0 7


áóäå jåäíàê 10.

9. Îäðåäèòè ñâå âðåäíîñòè ïàðàìåòðà b ∈ R òà-

êî äà jåäíà ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå

A =

 6 3 0
−4 −2 0
−b 7 b


áóäå jåäíàêà 4.

10. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âåêòîðå ìàòðèöå

A =

[
2 1
0 2

]
.
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11. 12. 13. 14. 15. Ñóìà 3

11. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ðàâíè α êîjà ñàäðæè

òà÷êó A (1,−1, 3) è íîðìàëíà jå íà âåêòîð
−−→
BC,

ãäå jå B (2, 1, 3) è C (2, 0, 3).

12. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òâð¢å»à êîjà âà-

æå çà ñâå ~a, ~b, ~c ∈ R3, âåêòîðñêè ïðîèçâîä × è

ñêàëàðíè ïðîèçâîä ◦:

(à) ~a×~b = ~0⇔ ~a è ~b ñó îðòîãîíàëíè;

(á) ~a ◦~b = 0⇔ ~a è ~b ñó êîëèíåàðíè;

(â)
[
~a,~b,~a×~b

]
= 0;

(ã) íèjåäíî îä ïðåòõîäíî ïîíó¢åíèõ òâð¢å-

»à íèjå òà÷íî.

13. Äàòè ñó âåêòîðè ~c = (1, 2, 3) è ~d = (−2, 1, 0).
Èçðà÷óíàòè:

(à) ~c ◦ ~d;

(á) ∠
(
~c, ~d
)
;

(â) ~c× ~d.

14. Ó R3 äàòå ñó ïðàâà p :
x− 1

2
=
z − 3

3
, y = 5,

è ðàâàí β : 2x + 3z + 5 = 0. Çàîêðóæèòè ñëîâà

èñïðåä òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à) ïðàâà p èìà òà÷íî jåäíó çàjåäíè÷êó òà÷-
êó ñà ðàâíè β;

(á) ïðàâà p jå ïàðàëåëíà ñà ðàâíè β;

(â) ïðàâà p jå íîðìàëíà íà ðàâàí β;

(ã) íèjåäíî îä ïðåòõîäíî ïîíó¢åíèõ òâð¢å-

»à íèjå òà÷íî.

15. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à) âåêòîð (1, 0, 0) jå íîðìàëàí íà ðàâàí

yOz;

(á) âåêòîð íîðìàëå ðàâíè yOz jå (0, 1, 1);

(â) îcà Ox jå ïàðàëåëíà ñà ðàâíè x = 0;

(ã) íèjåäíî îä ïðåòõîäíî ïîíó¢åíèõ òâð¢å-

»à íèjå òà÷íî.
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� Ðåøå»à �

1. Aêî âðñòå äàòå ìàòðèöå A ïîñìàòðàìî êàî âåêòîðå −→v1 = (1, 2, 3), −→v2 = (2, 4, 6), −→v3 = (3, 6, 9)
è −→v4 = (−1, 2, 3), ìîæåìî ïðèìåòèòè äà âàæè −→v2 = 2−→v1 è −→v3 = 3−→v1 . Ñ îáçèðîì íà òî äà ìå¢ó

âåêòîðèìà −→v1 , −→v2 , −→v3 è −→v4 ïîñòîje òà÷íî äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà âåêòîðà (−→v1 è −→v4), ñëåäè äà jå

ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê 2.

2. Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå B jåäíàêà jå detB = 3 (b− 4), îäàêëå äèðåêòíî çàê§ó÷ójåìî äà jå

ðàíã ìàòðèöå B íàjìà»è ó ñëó÷àjó êàäà jå b = 4 è òàäà jå rangB = 2.
Ïðèìåòèìî äà ñìî çàäàòàê ìîãëè äà óðàäèìî íà ñëè÷àí íà÷èí êàî ïðåòõîäíè. Íàèìå, íàjìà»è

ðàíã ìàòðèöå jå ó äèðåêòíîj âåçè ñà ïðîïîðöèîíàëíîø£ó ìå¢ó »åíèì âåêòîðèìà âðñòà (èëè

âåêòîðèìà êîëîíà), à òà ïðîïîðöèîíàëíîñò ïîñòîjè ñàìî ó ñëó÷àjó êàäà jå b = 4. Êîíêðåòíî,
òàäà jå −→v2 = 2 · (2, 2, 3) = 2−→v1 .

3.

(à) Ìàòðèöà A jå êâàäðàòíà è ðåäà n, ïà jå »åí ìàêñèìàëàí ðàíã óïðàâî jåäíàê n è òî jå

ñàìî ó ñëó÷àjó êàäà jå ìàòðèöà A ðåãóëàðíà, îäíîñíî êàäà jå detA 6= 0. Àêî jå rangA < n,
àóòîìàòñêè ñëåäè äà jå detA = 0 (âàæè è îáðàò). Ñ îáçèðîì íà òî, êàî è íà òî äà âàæè

rangAT = rangA, ñëåäè òà÷íîñò òâð¢å»à ïîä (à).

(á) Èìàjó£è ó âèäó äèñêóñèjó ïîä (à), ëàêî çàê§ó÷ójåìî äà jå îâî òâð¢å»å òàêî¢å òà÷íî.

(â) Ðàíã ìàòðèöå jå jåäíàê íóëè ñàìî êàäà jå òà ìàòðèöà jåäíàêà íóëà ìàòðèöè. Çà ñâàêó

êâàäðàòíó ìàòðèöó A âàæè detAT = detA. Èç rangA = 0 ñëåäè A = On×n, ïà ñàìèì òèì

è detAT = detA = 0.
Äà áèñìî ñå óâåðèëè äà äðóãè ñìåð òâð¢å»à ïîä (â) íå âàæè, äîâî§íî jå óî÷èòè jåäíó

ñèíãóëàðíó íåíóëà ìàòðèöó. Jåäíà òàêâà ìàòðèöà jå

A =

[
2 0
0 0

]
.

Ëàêî ñå âèäè äà jå detAT = detA = 0 è rangA = 1. Ñëåäè, òâð¢å»å ïîä (â) íèjå òà÷íî.

Äàêëå, òà÷íà ñó òâð¢å»à ïîä (à) è (á).

4. Ìíîæå»åì åëåìåíàòà äðóãå âðñòå ñà −2 è äîäàâà»åì îäãîâàðàjó£èì åëåìåíòèìà ïðâå âðñòå,

äîáèjàìî

C =

[
2 c 2 3
1 2 2 −1

]
∼=
[
0 c− 4 −2 5
1 2 2 −1

]
.

Íà îñíîâó òîãà çàê§ó÷ójåìî äà jå rangC = 2 çà ñâàêî c ∈ R.

5.

(à) Óî÷èìî ìàòðèöå A =
[
1 0

]
è B =

[
−1 0

]
. Ðàíã îáå ìàòðèöå jå jåäíàê 1, ïà jå

rangA + rangB = 2. Êàêî jå A + B =
[
0 0

]
, ñëåäè rang (A+B) = 0. Íà îñíîâó òîãà

çàê§ó÷ójåìî äà òâð¢å»å ïîä (à) íèjå òà÷íî.

(á) Çàìåíà ìåñòà äâåìà êîëîíàìà ìàòðèöå jå jåäíà îä åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà òå ìà-

òðèöå. Êàêî åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå, ñëåäè äà jå òâð¢å»å

ïîä (á) òà÷íî.

(â) Çà ïðîèçâî§íó ìàòðèöó C âàæè rang (5C) = rangC. Êàêî jåäíàêîñò rangC = 5 rangC
âàæè ñàìî êàäà jå C jåäíàêà íóëà ìàòðèöè, ñëåäè äà òâð¢å»å ïîä (â) íèjå òà÷íî.

Äàêëå, òà÷íî jå ñàìî òâð¢å»å ïîä (á).
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6. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A ñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà

ϕA(λ) = det(A− λI3) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 2 3

0 4− λ 1
0 −1 6− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)
∣∣∣∣ 4− λ 1
−1 6− λ

∣∣∣∣
= (1− λ)[(4− λ)(6− λ) + 1] = (1− λ)(λ2 − 10λ+ 24 + 1) = −(λ− 1)(λ− 5)2.

7. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A ñìî ñðà÷óíàëè ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó, è îí jå jåäíàê

ϕA(λ) = −(λ− 1)(λ− 5)2. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì jå ìîíè÷íè ïîëèíîì íàjíèæåã ñòåïåíà êîjè ìà-

òðèöà A àíóëèðà. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A èìà èñòå ôàêòîðå êàî è »åí êàðàêòåðèñòè÷íè

ïîëèíîì, èñòîã èëè íèæåã ðåäà. Ïðåìà òîìå, êîíêóðåíòè çà ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A ñó

ïîëèíîìè µ1(λ) = (λ− 1)(λ− 5) è µ2(λ) = −ϕA(λ). Êàêî jå

µ1(A) = (A− I3)(A− 5I3) =

 0 2 3
0 3 1
0 −1 5

 −4 2 3
0 −1 1
0 −1 1

 =

 0 −5 5
0 −4 4
0 −4 4

 ,
çàê§ó÷ójåìî äà jå µ2(λ) = −ϕA(λ) = (λ− 1)(λ− 5)2 ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A.

8. Çáèð ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå jåäíàê jå »åíîì òðàãó. Òðàã ìàòðèöå A jåäíàê jå trA =
2a + a − 3 + 7 = 3a + 4. Êàêî jå, ïðåìà óñëîâó çàäàòêà, trA = 10, èìàìî äà jå 3a + 4 = 10, òj.
a = 2.

9. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A ñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà

ϕA(λ) = det(A− λI3) =

∣∣∣∣∣∣
6− λ 3 0
−4 −2− λ 0
−b 7 b− λ

∣∣∣∣∣∣ = (b− λ)
∣∣∣∣ 6− λ 3
−4 −2− λ

∣∣∣∣
= (b− λ)[(6− λ)(−2− λ) + 12] = (b− λ)(λ2 − 4λ− 12 + 12) = −λ(λ− b)(λ− 4).

Ïðåìà òîìå, çà ñâàêî b ∈ R âàæè äà jå 4 ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå A.

10. Jåäèíà ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå A jå λ = 2. Ñîïñòâåíè âåêòîðè ìàòðèöå êîjè îäãîâàðàjó
ñîïñòâåíîj âðåäíîñòè λ = 2 ñó íåòðèâèjàëíà ðåøå»à ìàòðè÷íå jåäíà÷èíå A · X = 2 · X, òj.

jåäíà÷èíå (A− 2I2) ·X = O2×1, îäíîñíî jåäíà÷èíå[
0 1
0 0

]
·
[
x1
x2

]
=

[
0
0

]
.

Jåäíîñòàâíî äîáèjàìî äà jå x2 = 0 è äà ñó ñîïñòâåíè âåêòîðè ìàòðèöå A äàòè ñà X = t

[
1
0

]
,

t ∈ R \ {0}.

11. Èç óñëîâà äà jå ðàâàí α íîðìàëíà íà âåêòîð
−−→
BC = (0,−1, 0), çàê§ó÷ójåìî äà jå âåêòîð

íîðìàëå òå ðàâíè, ó îçíàöè −→nα, êîëèíåàðàí ñà âåêòîðîì
−−→
BC. Áåç ãóáèòêà îïøòîñòè, ìîæåìî

óçåòè äà jå −→nα =
−−→
BC = (0,−1, 0). Ñ îáçèðîì íà òî, êàî è íà óñëîâ äà ðàâàí α ñàäðæè òà÷êó

A (1,−1, 3), ñëåäè äà jå jåäíà÷èíà ðàâíè α óïðàâî y = −1.
12.

(à) ~a×~b = ~0⇔ ~a = ~0 ∨~b = ~0 ∨ ~a ‖ ~b, ïà òâð¢å»å ïîä (à) íèjå òà÷íî.

(á) ~a ◦~b = 0⇔ ~a = ~0 ∨~b = ~0 ∨ ~a ⊥ ~b, ïà òâð¢å»å ïîä (á) íèjå òà÷íî.

(â) Ìåøîâèòè ïðîèçâîä òðè âåêòîðà jå jåäíàê 0 àêî ñó äàòè âåêòîðè ëèíåàðíî çàâèñíè. Âåê-

òîðè ~a, ~b è ~a × ~b ñó ëèíåàðíî çàâèñíè, àêî ñó âåêòîðè ~a è ~b êîëèíåàðíè. Âåêòîð ~a × ~b
jå íîðìàëàí íà ðàâàí êîjà jå ïàðàëåëíà âåêòîðèìà ~a è ~b. Ñëåäè, òâð¢å»å ïîä (â) íèjå ó

îïøòåì ñëó÷àjó òà÷íî.

Äàêëå, íèjåäíî îä ïðåòõîäíî ïîíó¢åíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî, ïà òðåáà çàîêðóæèòè (ã).
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13.

(à) ~c ◦ ~d = (1, 2, 3) ◦ (−2, 1, 0) = 0.

(á) Èç ~c ◦ ~d = 0, ñëåäè äà jå ∠
(
~a,~b
)
= π/2.

(â) ~c× ~d =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 2 3
−2 1 0

∣∣∣∣∣∣ = (−3,−6, 5) .

14. Âåêòîð ïðàâå p jå jåäíàê âåêòîðó íîðìàëå ðàâíè β, îäíîñíî −→vp = −→nβ = (2, 0, 3). Ñ îáçèðîì

íà òî, çàê§ó÷ójåìî äà jå ïðàâà p íîðìàëíà íà ðàâàí β.
Äàêëå, òà÷íà òâð¢å»à ñó ïîä (à) è (â).

15.

(à) Îâî òâð¢å»å jå òà÷íî, jåð jå âåêòîð íîðìàëå ðàâíè yOz óïðàâî (1, 0, 0).

(á) Oâî òâð¢å»å íèjå òà÷íî, jåð jå òà÷íî òâð¢å»å ïîä (à).

(â) Âåêòîð ïðàâöà îñå Ox jå (1, 0, 0), øòî jå óïðàâî è âåêòîð íîðìàëå ðàâíè x = 0 (òî jå óïðàâî
ðàâàí yOz). Ñëåäè äà jå îñà Ox íîðìàëíà íà ðàâàí x = 0, ïà òâð¢å»å ïîä (â) íèjå òà÷íî.

Äàêëå, òà÷íî jå ñàìî òâð¢å»å ïîä (à).
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